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Construccion y Control de un Péendulo Invertido
utilizando la Plataforma Lego MINDSTORMS
NXT

Ing. Héctor Sanchez, Ph.D. Ifaki Aguirre, Ph.D. Arfifatete

Resumen—Se propone realizar la construccion de un péndulo
invertido sobre dos ruedas utilizando la plataforma Lego

Mindstorms NXT®. Se elabora un modelo matemético de
prototipo construido utilizando el método de Lagrame, y se
disefia una ley de control para el modelo propuestoLas

simulaciones se realizan utilizando el programa M&ematica®.

Para la implementacion se programa la ley de conttalisefiada en
el bloque inteligente NXT, utilizando la herramient. de desarrollo

de aplicaciones RobotC, con el objetivo de lograrl €ontrol del

péndulo en la posicion vertical.

Palabras claves—Control, modelado,
plataforma lego mindstorms NXT®.

péndulo invertido,

. INTRODUCCION

Los péndulos invertidos constituyen un banco delpas
completo e interesante para la ingenieria de clorthao de
los mas estudiados de esta familia de artefactoseles
denominado péndulo invertido sobre un vehiculo.

Este consiste en un péndulo o varilla que gireetitente
por uno de sus extremos mediante una articuladibiads
sobre un vehiculo o sistema mdavil, que se mueveesoba
guia rectilinea horizontal bajo la accion de urexZaF. Esta
fuerza es la accion de control con la que se piletectuar
sobre la posicién de la varilla [1].

El péndulo invertido es un sistema inestable, ya puede
caer en cualquier momento a menos de que se aplic@e
fuerza de control adecuada [2].

Desde antes de
proyectos con péndulos invertidos. Un investigalider en
esta area es el Profesor Furuta (ver [3]), quiedeentonces
ha realizado notables aportes teéricos y experatent
concernientes a este problema de control.

En este trabajo se va a realizar la construccidpéledulo
invertido sobre dos ruedas utilizando la plataforbego
Mindstorms NXT® mostrado en la Fig. 1, en el cuall,
problema de control consiste en mantener el péndnlda
posicion vertical. Una vez construido el pénduleeitido
sobre dos ruedas, se realiza un modelo matemé&iamidmo
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de forma de disefiar una ley de control a impleareanh el
Lego Mindstorms NXT®, que estabilice el péndulo.

A continuacién, se hace una breve resefia de varios
proyectos de péndulos invertidos sobre dos rueddizados o
construidos hasta los momentos.

Los investigadores Grasser et al., (2002) del Latooio de
Electronica Industrial del Sviss Federal Institute of
Technology (EPFL), construyeron un prototipo de un vehiculo
de dos ruedas basado en un péndulo invertido llarded, al
cual le colocaron pesos en la varilla del péndal@asimular
el peso de un ser humano en baja escala [4]. Sh€i2083),
construyé el péndulo invertido sobre dos ruedamdbo
Balibot [5]. Anderson (2003), construyo un robotlddanceo
sobre dos ruedas denominado nBot [6]. Ooi (2008mac
proyecto de final de carrera en la escuela de lagen
Mecanica de la Universidad de Western Australializé la
construccion de un péndulo invertido sobre dosaséd).

También se han construido péndulos invertidos salme
ruedas utilizando la plataforma Lego Mindstormss®, ¢tuales
fueron tomados como punto de referencia para lizae#n
de este trabajo: Hassenplug (2002), construyo uwotro
péndulo invertido sobre dos ruedas llamado Legwgly |
Hurbain's (2007), construyé el NXTway [9]. Watanabe
(2007), de la Universidad de Waseda en Japon, rogisel
NXTway-G [10]. Yamamoto (2008), construyo el NXTway
GS, el cual balancea y ademas desplaza el robotlaon
utilizacion de un control remoto [11].

los afilos 70 se han realizado varios

II. CONSTRUCCION DELPENDULO INVERTIDO

SOBREDOSRUEDAS

En esta seccién se muestra el péndulo invertidoresalos
ruedas construido utilizando las piezas Legohihe®,
mostrado en la Fig. 1. Se tom6 como plano inicial d
construccion el propuesto por Yamamoto (ver [1A]su vez
se describen brevemente el controlador, el sensdosy
actuadores que constituyen este sistema de control.

A. Controlador

El blogue programable NXT el cual contiene un
microcontrolador ARM7 de 32 bits con memdiish es el
elemento que contiene y ejecuta los programaseshls en
un computador, y éstos permiten que un robot Mardst®
se mueva y pueda realizar diferentes operacior®s [1

ISBN: 978-980-7185-1
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FIG. 1. Péndulo invertido sobre dos ruedas.

B. Sensor

El sensor giroscépico NXT Gyro de Hitechnic® edita
velocidad angular y retorna un valor que represesita
namero de grados de rotacion por segundo, de lenanis
forma que indica la direccién de rotacion. El senSgro
puede medir rotacion en una escalaXle360°. Con él se  Ju
pueden construir y controlar robots que se puedé&mnbear,
donde la medicion de la rotacion es esencial [13].

Leosg

v

X
C. Actuadores

Los servomotores de corriente DC  estan construeins — g:Angulo de rotacion de las ruedas ¢ :Angulo de inclinacion del cuerpo
base a una gran cantidad de engranajes interndss Es del péndulo
pueden rotar hasta alcanzar 170 rpm (revoluciom®s p FIG. 2. Vista lateral del péndulo invertido sodoes ruedas.
minuto), trabajan en un rango de -9V a +9V y tienapeso

de 80 g (ver [9]). TABLA |
PARAMETROSFISICOS DELSISTEMA.

ll. MODELADO DEL SISTEMA FisICO g aceleracion de la gravedad 9,81m/s

En esta seccidn se presenta el modelado del sisigicmy m ma.\sa de la rueda 0.03 kg
se toma como referencia el modelo utilizado por Xmwio R radio de las ruedas 0,04 m
(ver [11]). Una vez obtenido el modelo del sisteroatinuo se Jm | momento de inercia de lay MR* |
realiza la discretizacion del mismo, con el cuatsefa una ruedas — X9
Iey de control discreta que se pueda programarl| drego M masa del cuerpo del
Mindstorms NXT®. péndulo 0,6 kg

En la Fig. 2, se muestra la vista lateral y elesst de
coordenadas sobre el cual se elabora el modelonatte H altura d,el cuerpo del 0,144 m
para el péndulo invertido sobre dos ruedas. péndulo

En la Tabla | se muestran los parametros fisicels d L | distancia del centro de masa H
sistema, con sus respectivas unidades y descripcién al eje de las ruedas 2

Para obtener las ecuaciones de movimiento de hggras J momento de inercia del | p2
necesario definir las coordenadas generalizadasistema, ¢ péndulo ?kg mt
asi como el lagrangiano. _ - -

Las coordenadas generalizadas del sistema son: Jm momerr:(())tgreérz:erma del 10°kg nt

6: Angulo de rotacion de las ruedas,
¢ : Angulo de inclinacién del cuerpo del péndulo,
(%, Y;): Posicion de la rueda izquierda,

(X4, Yo): Posicion de la rueda derecha, _ _
(X yw): Posicion del pendulo invertido. (X4 ¥a) = (%, Vi) = (RO, R). 2)

Para la rueda derecha:

La posicién del péndulo invertido dada pag ( yv) esta

El sistema de coordenadas bidimensional sobre als1 =na
vinculada con la posicion de sus ruedas, por ltotaa X=Xy

elabora el modelo se describe a continuacién.
Para la rueda izquierda: €Yi=Yd=Ym-

(%, Y1) = (X0 Yi) = (RE,R). 1)
ISBN: 978-980-7185-1 CONT-2
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(Xv > Ym) = (X, + Lsing, y,, + Lcosg) = Tomando como referencia el modelado del péndulo
(3) invertido sobre un carro, realizado por Ogata (i@]), se
tomo6 como fuerza externa el voltaje aplicado arleslas, el
cual es la sefal de contrdl.
Con estas modificaciones las ecuaciones de mavimie

(R@+ Lsing, RL cosg).

La energia cinética traslacional es:

T, = % m>'<i2 +%m>-(d2 +% My, 2 +%MyM2’ (4) de Lagrange, para el péndulo invertido sobre dedas, son:
L L L [(2m+M)R? +2J,.18 +(MLRcosp) @
P NP | . . ) L (15)
T ZRH +2R6’ + ZM(R9+L¢COS¢’) - -MLR#? sing=u,
. . ) .
2 —MgLsing=0.
La energia cinética rotacional es:
1 1 1 1 Despejand(ﬁygbde (15) y (16) se obtiene:
TZzEJm62+EJm€2+EJ¢¢2 +§MyM2' (6)
5o (ML? +J ) u+MLRsing ¢ - (ML)*Rg sing cogp
La energia potencial es: [2m+M)R? +2J, (ML +J,)—(MLR com)®
U = mgy,, + mgy,, + Mgy, (1) —(MLRcog)(u+MLR¢#sing) +MgL sing [@m+M)R +23,]
- 2 _ 2 :
U = 2mgR + Mg (R + L cos¢). (®) [em+ MR +23](ML +3,) - (MLR cog) .
Por lo tanto el lagrangiano es: Sean las variables de estado:
Lag=T, +T, -U, 9) =@
donde: -
o 1 . . 5 1 o Xy = g
Lag= R&? +=M(RE+Lgcos)? +=M (L(sing)g) .
2 2 (10) X, =6
o 1.5 1 . 5
+J 0% +=J ¢ +=My,,° —2mgR-Mg(R+Lcos).
" 2 M 2 M y escribiendo las ecuaciones del sistema no lieealariables
. de estado, se tiene la siguiente representacipnimer orden:
Las ecuaciones de Lagrange son: X, = X, (19)
d(dLag) dlLag
—| —=|-—=F 11 2gj
dt( Y j g e (11) ~ (MLRcosxl)(u+|\Z/|LRx2 sinx,) + ML sinx,
“ [(@2m+M)R"+2],] (20)
2 2
(MLRcosx,)
d(dLag) dlLag (ML +J,) -
ajotag | _ =F 12 ¢ :
dt( 20 J P ” 12) [(Cm+M)R*+2],]
Aplicando (11) y (12) a (10) se obtienen las equazes de X =% (21)
movimiento de Lagrange para el péndulo invertidorealos
ruedas. _ (ML*+J,)(u+MLRsinxx,”) - (ML)*Rgsinx, cosx, 22)

* [(2m+M)R® +2J, J(ML* +J,) - (MLRcosx,)
[(2m+ M)R? +2J 16 + (MLR cos@)@

— MLR ¢2 sing=F,, De manera similar a lo realizado en el proyectgrdelo de

- ) . (13) Patete (ver [15]), se observa que la dinamica tie sistema
(MLR cos@)8 + (ML” + J )@ puede ser pensada como constituida por dos bloguoes
- MgL sing= |:¢_ (14) cascada, como se muestra en la Fig. 3. Las vasiaQley

X,que son respectivamente la velocidad y la acelzmagel

ISBN: 978-980-7185-1 CONT-3
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cuerpo del péndulo invertido sobre dos ruedasgessmtan la
dinamica de la planta y las variableg y X, que son la

velocidad y la aceleracion de las ruedas, reprasefda
dindmica de control.

Actuador Planta

FIG. 3. Diagrama de blogues del sistema desacoplad

Desacoplando el sistema se tiene que:
X, = Xs. (23)
De (22) se tiene que:

_ (MLRcosx,)? “

= 2m+M)R*+2J
u (m ) m ML2+J¢, 4

(24)
(ML)?Rgsinx, cosx,

- MLRsinx (x,)% +
Xl( 2) MI_2+J¢

Sustituyendou de (24) en (20) y simplificando obtenemos:

_ —MLRcosx “ 4 MgLsinx,

%, = . (25)
©OMP+I, T MR+,

Tomando la variableX,, que representa la aceleracion de

las ruedas, como la dinamica de control del pénihvertido
y denotando a esta variable como la nueva sef@dreolv se
tiene que:

w =" MLRcosx1V+ MgLsinxll (26)
2 ML+, ML*+J,

Por lo tanto el nuevo sistema de segundo orden es:
X =X
(27)
_ - MLRcosxl\H_ MgLsinx,

2 T 2 2 :
ML +J¢ ML +J¢,

Se va a realizar el control del péndulo invertadieededor
de la posicion vertical por lo que el punto de ap&m del
sistema es:

(x =0,x, =0U =0). (28)

Linealizando el sistema alrededor del punto de agpén
(28) y escribiendo el sistema en espacio de estantesemos:

ISBN: 978-980-7185-1

X5 = AsX;s + B,
(29)
Y5 = CX;,
donde:
Xs =@ A" =[x %51 -
El sensor gyro de Hitechnic®, mide la velocidadwdar del
cuerpo del péndulox, ;. El angulo del cuerpox,,, se obtiene
integrando numeéricamente el valor dg,.Por lo tanto, se

puede escoger la variablg;como salida del sistema. De alli
que:

cC=[ 0]

Desarrollando el sistema mostrado en (29), sendti

% [0 1x],[ 0,
%s] A2 0] x| B

(30)
y=[1 0]xs,
donde:

MgL

2 =————,

A (21 ML2+J¢,
-MLR

B.(2)=———.

5(2) ML* +J,

Se realiza la discretizacion del sistema utilizaedmétodo
de discretizacion exacta. La estructura del sistdis@etizado
en espacio de estados, que resulta al aplicarneitiedo de
discretizacion, se muestra a continuacion

X((k +DT,) = dxX(KT,) + Tu(kT,),

(31)
y(KTo) = Cx(KT,),
donde:

® =, (32)

TU
rzjeMBmz (33)

0

El sistema discretizado en espacio de estados es:

CONT-4
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2 MgL
2
&= ML + Jw (34)
MgL
2
ML + Jw o
L 2 J
Asi, la matrizl” es:
__R(a -2)
29
r= , (35)
2
V g(ML +J¢) 2
donde:
MgL _ | MgL T
_ | ywmizeg, MLZ+3, °
a=|e )
MgL 2 _ | _MgL 2
e ML?+J,, ML?+J,, ’
y la matriz C es:
C=[1 0] (36)

Sustituyendo los valores numéricos de los parameteola
Tabla | y tomando el periodo de muestrép= Ols se
discretiza el sistema.

La ley de control se programé utilizando el lenguaj

RobotC, desarrollado por la Academia de Roboticalade
Universidad de Carnegie Mellon (ver [13]). Esteglemie
cuenta con aritmética de punto flotante, lo quelt@sen una
implementacion mas precisa de la ley de contsdithda.
Se tiene entonces que el sistema discretizadopatiesde
estados al cual se le realizaré el disefio def@adtor es:
x(k+1) | _
X, (k +1)

1440 0114| -0,0038
—-0,0483

}U(k),
9395 1440

37)
y(k)=[1 O]x(k).

IV. DiISeNO DELCONTROLADORPID

Del andlisis de la representacion en espacio dal@stdel
sistema continuo se pueden obtener conclusionesrtiamtes
sobre la influencia de algunos parametros fisicas la
controlabilidad del sistema.

A continuacion se muestra la matriz de controldadi del

ISBN: 978-980-7185-1

sistema continuo de segundo orden:

-MRL
0 ML? +J

— 4 38

Wy _MRL . , (38)

ML+,
donde el determinante de la matriz de controladulids:
MRL ’

ML + J,p

Si se desprecia el parémelrg(momento de inercia del

cuerpo del péndulo), el cual por lo general es paguefio en
comparacion con la mabdy la longitud del centro de masa
del cuerpo del péndulo, se obtiene que:

Det(W) = _(%J .

Al examinar esta expresion del determinante deatizmde
controlabilidad del sistema continuo, se observa
aumentar la longitud hasta el centro de masa dmipoudel
pénduloL , el determinante disminuir4. Acercandose al valor
cero, lo que indica que el sistema tenderd a sarosne
controlable.

Por el contrario, si se aumenta el radio de ladasiR, el

determinante tendera a valores mas alejados de, cero
lograndose una mayor controlabilidad sobre el pkndu
invertido sobre dos ruedas.

A continuacion se realiza el disefio del controld@ld@ para
el sistema continuo y para el sistema discretizado.

Aplicando la féormula:

(40)

G(s) =Cs(3 - A) By, (41)

al sistema en espacio de estados mostrado ensg0htiene
la siguiente funcion de transferencia del sisteamdicuo:

-0,335562
s?-822128

La funcion de transferencia generalizada de unrclamator
PID es:

G(s) = (42)

G.(s)=kp+ % +kds. (43)
donde kp es la ganancia proporcionaki es la ganancia
integral ykd es la ganancia derivativa.

Para calcular los parametros del controladGi (s)
mediante asignacién de polos, se tienen en cuesga |
siguientes criterios para la escogencia de losspdé&seados

del sistema en lazo cerrado, con el fin de logtamejor
desempefio del sistema controlado.
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- Rapidez en estabilizar los estados: dademtaraleza del
péndulo invertido sobre dos ruedas, se necesitzlquéndulo
se estabilice en la posicion vertical en el meriempo
posible.

- Menor nimero de oscilaciones posible: sr@umuchas
oscilaciones al tratar de estabilizar el péndulp&sble que
no se logre alcanzar el objetivo de control y stesha caiga
en la inestabilidad.

- Limitaciones en la sefal de control: estavide que se va

a utilizar la sefial de control disefiada para losores del
Lego Mindstorms NXT®, la simulacién tiene que masiue
esta sefial se encuentra dentro del rango de operdeilos
motores. Los motores del NXT tienen un rango deaén
desde -9V a +9V.

Se lograron obtener los siguientes polos que cumgée
manera adecuada con las especificaciones
anteriormente:

S, = —354+ 3536j (44)

De la escogencia de estos polos continuos resldsn
siguientes parametros:

{ = 0707, (45)

@, =5radls . (46)

Con estos polos continuos deseados se obtienen
siguientes especificaciones para el tiempo de aseemto
(T,) y el sobredisparo maxim@aD) :

T, = 141s, (47)
SD <0,05. (48)

La funcién de transferencia del sistema en lazmder con
realimentacion negativa unitaria, utilizando el tcolador
Gc(s) se muestra a continuacion:

Ge(s)G(s)
1+Ge(s)G(s)

Del denominador de la funcién de transferencieotgéene
el siguiente polinomio caracteristico mostrado atiooacion,
el cual incluye las ganancias del controladqr, ki y kd.

Pc(s) = s* — 0336kd s* — (0336kp + 81213 s— 0336Ki.
(50)
A partir de los polos deseados (44), se constrelye
siguiente polinomio deseado:
Pd(s) =[s+ 3535- 3536j][s+ 3535+ 3536j][s+20].
(51)
Igualando los polinomios (50) y (51) se obtienas |
siguientes ganancias para el controlador PID:

Glc(s) = (49)

kp = -740884, (52)
ki =—-806705, (53)
kd = -149004. (54)

La ley de control PID en tiempo continuo queda d&sc
como:

df =ki e(t), (55)
u(t) = kpet) + &(t) + ka 28 de(t) . (56)

ISBN: 978-980-7185-1

seflalada

Para obtener la ley de control PID del sistemareizado,
realizando el disefio en tiempo discreto es necesaltular la
funcién de transferencia discretizada del sisteBmonces a
partir de la representacion en espacio de estaelosislema
discretizado mostrado en (37), se obtiene la sigeituncion
de transferencia:

G,(2=C(Zl —®)'T, (57)
donde®d,l" yCson las mostradas en (34), (35) y (36)
respectivamente.
8674x10*°-0,0038
G,(2) =P (58)

1- 288z+ 7
Rara el disefio del controlador PID en tiemporetscpor
asignacion de polos, utilizamos la siguiente estracdel PID
discreto con un retardo incluido, debido a queuse® que el
sistema de ecuaciones resultante de la igualacién d
polinomios tenga solucién Unica.

El controlador PID discreto con retardo se muestra

continuacion:
-1 -2
Gy (2) =42 - B*GZ *GZ
las e(z) @-z)A+yz))

Los polos discretos deseados correspondientes polos
continuos deseados son:

z,, = €"° = 0659+ 0243] (60)

La funcion de transferencia del sistema discretolazo
cerrado, con realimentacion negativa unitaria,izafildo el
controladoG_(z) se muestra a continuacion:

Gy (2G4 (2)
Gy (2 —2 ;
1+ Gy (2)G, (2)
Del denominador de la funcién de transferencia (§4)

obtiene el siguiente polinomio caracteristico namr a
continuacion:

Pc(z) = z* +(y - 0,00384y, - 388)2° + (867x10°q,
—0,00385y, — 388y + 388)z* + (8674%10™°q, — 0,00384y,
+ 388y -1)z+ 8674x10™°q, - J. 62
A partir de los polos discretos deseados (603psstruye el
siguiente polinomio deseado:
Pd(2) = (z-0,6588- 0,2432j)(z - 0,6588+ 0,2432j)(z -
0,13534(z- 06). ©3
Igualando los polinomios (62) y (63) se obtienas |

siguientes ganancias para el controlador PID disco®n
retardo:

(59)

(61)

q, = —486915, (64)
q, = 649912, (65)
q, =-178832 (66)
y =-0,040042 (67)

Despejando U(z) y €(z) de (59), y aplicando la
transformada invers#, se obtiene la siguiente ley de control
discreta:
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u(k) = —u(k =(y -1 + yu(k = 2) + goe(k) + e O o] —
ek —1) +g.e(k - 2) . uk] soves

La ley de control PID discreta (68) es la quensglémenté
en el bloque programable NXT.

V. SIMULACIONES

En las Figuras 4 a 6 se muestran las simulacioglesisiema
continuo y del sistema discretizado controlados @oPID
continuo y discreto.

x1[t] (rad)

wl[t] —
. xl[k] TIEL]

0.01 FIG. 6. Sefial de control PID continua y discreta

X, (0) = 06 grados.
0.005
En la Figura 6, se observa que la sefial de coseol
encuentra dentro del rango de operacion de los remtdel
. t(g) NXT, uD[— 9,9]V.
Por su parte, en la Figura 7 se muestra una pequefa
. secuencia del péndulo invertido construido (sistaméneal),
bajo los efectos de la ley de control disefiadatfobiineal)
en (68) e implementada en el NXT (control digital).

-0.005

FIG. 4. Control PID para la dinAmica de posiciéntmnua y
discreta.x, (0) = 0,6 grados.

w2 [t] (rad/s) x2[t]
. xz[k] XL
0.075
0.05
0.025

FIG. 7. Péndulo invertido funcionando con el colatdor
disefiado en (68).
"0.023 VI. CONCLUSIONES
En la implementacién practica del controlador PISckto
. fue necesario el ajuste de uno de los parametrds de
controlador, especificamente la ganangjaen un porcentaje
FIG. 5. Control PID para la dindmica de velocidadtinua del 3% para |ograr una mejor respuesta del sistema.

y discreta.x, (0) = 0,6 grados. La ley de control PID discreta logra estabilizampéhdulo
invertido sobre dos ruedas en la posicién vertical,
La Figura 4, muestra que el controlador PID logue ¢p adigiqr)almer!te soporta ligeras perturbacionesdatter de la
posicion del péndulo alcance el valor deseado gra@os que POSicion vertical. B
equivale a O radianes, en el tiempo de asentamientoCaP€ destacar que a pesar de que se trabajo gandeio
especificado, a partir de una posicién inicial ¢& grados, lo "educido, en el cual las Unicas variables que seatoen
que equivale aproximadamente a 0,01 radianes. cuenta son la velocidad angular del cuerpo y eliangde
Adicionalmente la respuesta presenta una oscilasitve inclinacién de ,este, el pen.duI.o mygrtldo sobre deslas Iogra
antes de estabilizarse, logrando los objetivosisefid que se Mantener el angulo de inclinacion del cuerpo deldpé,
buscaban alcanzar. estabilizado alrededor de 0 grados. Es decir, efpau del
péndulo estabilizado en la posicién vertical, simbargo, el
péndulo invertido sobre dos ruedas no se quedanen u

-0.05
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posicién fija en el eje horizontal, este tiende lgjaase de

manera constante de su posicion inicial en el @jzdntal.

Este comportamiento se debe a que no se controla la
posicién en el eje horizontal del péndulo invertalbre dos [5]

ruedas, ya que no se tomaron en cuenta las vaigble &

gue son respectivamente el angulo de rotaciondeukdas y
la velocidad angular de las mismas, las cualegseptan una [7]

medida del desplazamiento longitudinal del sistema.

La plataforma Lego Mindstorms NXT® ofrece Ia[g]
posibilidad de estudiar sistemas de control a fem@scala,
ya que cuenta con todos los elementos que former pa
éstos como lo son: sensores, actuadores y un roitrotador

en el cual se pueden programar estrategias deotontr
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